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Nous prouvons que pour toute arite m superieure a 2 il existe des paires des 
relations m-aires R et S de meme base finie arbitrairement grande E qui ne sont 
pas isomorphes alors que leurs restrictions R IF et S IF a n’importe quelle partie 
F distincte de E sont isomorphes. Ceci donne, pour les relations d’arite superieure 
a 2, une reponse negative a une question de R. Fralsse, alors que pour les re- 
lations binaires la reponse est positive avec le resultat de G. Lopez d’apres lequel 
deux relations binaires R et S de meme base finie sont isomorphes d&s que leurs 
restrictions a toutes les parties F d’au plus 6 elements le sont. 
1. INTRODUCTION 
La conjecture encore non resolue de Ulam [ll] sur la reconstruction 
des graphes et les resultats de Frasnay [3] concernant les relations monomor- 
phes (voir en 4.3 ci-dessous) ont motive les problbmes de reconstruction 
de relations a partir de la totalite, ou dune partie de leurs restrictions strictes. 
Ainsi vers 1970, FrdssC Bnoncait en [2] la conjecture suivante: 
Pour tout entier m il existe un entier k (et u(m) est le plus petit de ces k) pour 
lequel deux relations m-aire R et S de meme base finie E sont isomorphes des que 
les restrictions de R et S a toute partie finie F d’au plus k elements sont isomorphes. 
Cette conjecture est trivialement exacte pour m = 1 (et u(l) = 1). En 
1972, Lopez a montre en [7] qu’elle Btait encore exacte pour m = 2 et 
obtenu u(2) = 6. Ici nous montrons qu’elle est fausse pour tout entier m 
plus grand que 2. 
Nous obtenons ce resultat en deux &apes: nous montrons d’abord que la 
conjecture est fausse pour 3 en construisant pour chaque entier n (au moins 
Cgal a 2) deux relations ternaires non isomorphes R et S sur un ensemble E 
a 212 elements dont les restrictions R IF et S IF a chaque partie F distincte 
de E sont isomorphes. Ces relations sont extremement simples, elles rtsultent 
de l’idee (qui n’est pas neuve!) de traduire par des relations la “forme” 
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du cylindre et celle de la bande de Moebius. Ncms remarqnons e&n que 
si la conjecture est fausse pour l’entier m alors elle est fausse pour tout entier 
m’ superieur; ceci grace a l’existence d’un pro&de uniforme P transformant 
chaque relation m-aire R et une relation m’-aire P(R) de m&me base, de 
sorte que deux relations m-aires R et 42’ aient Ies mCmes isomorphismes 
locaux que leurs transform& P(R) et P(R’). 
A la fin de Particle nous discutons de quelques problemes de reconstruc- 
tions de relations et de cas particuliers admettant une reponse afhrmative, 
notamment celui des relations monomorphes. 
2. TERMINOLOGIE 
Nous empruntons B R. Fralsst son vocabulaire de theorie des relations. 
Nous rappelons ici juste les notions primitives, les autres &ant introduites 
suivant les besoins. 
Relation, restriction, isomorphisme local 
Etant donne un ensemble E et un entier m, now appelons relation m-aim 
de base E toute application 41 de I’ensemble E” des m-uples (x1 ,..-9 x~) 
extraits de E dans I’ensemble aux deux valeurs + et -. Pour m = I, 2, 4.., 
nous disons relation unaire, binaire, ternaire... . 
&ant don&e une partie A de E nous appelons restriction de R B A et 
nous notons R IA la restriction de l’application R au sous-ensemble Am. 
Etant donntes deux relations m-sires R et bi’ de bases respectives E et E’ 
nous disons qu’une application bijective f de E sur E’ est un ~somor~~isme 
de R SW R’ lorsque pour tout m-uple (x1 ..*x,,J extrait de Eon a R(x, ,. . .) x,J= 
fW(xd ,-.., f&J). N ous disons que R et R’ sont ~somorphes, QU ont m&me 
type d’isomorphie, lorsqu’existe une telle application. Nous appelons 
isomorphisme local de R vers R’ tout isomorphisme dune restriction de R 
sur une restriction de R’. Lorsque R est &gale a 41’ nous remplacons le mot 
isomorphisme par celui d’automorphisme. 
Multirelation 
Etant don& un ensemble E et une suite &tie p d’entiers m, ,..., m, nous 
appelons multirelation p-aire de base E toute suite finie A4 de relations 
R I)..., R, d’arites respectives m, ). . . . m, et de m&me base E. Si m est Be 
maximum des mi alors M est dite au plus m-aire, ou d’arite’ maximum m. 
Les definitions de restriction et d’isomorphisme don&es ci-dessous 
s’etendent naturellement aux multirelations, aussi nous ne les redonnons pas, 
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3. EXEMPLES DE RELATIONS NON RECONSTRUCTIBLES 
3.1. Donnons d’abord des exemples de relations ternaires 
Etant don& un entier n (au moins egal a 2) soit E I’ensemble des entiers 
0, l,..., 2n - 1 et soient R et S les relations ternaires de base E definies 
comme suit? 
R(i,j,k)=+ lorsque j=i+n modulo 2n et k=j+l 
modulo y1 pour j < n - 1 et k = j + 1 (modulo n) + n pour 
n <j. S(i, j, k) = + lorsque j = i + II modulo 2n et k = j + 1 
modulo 2n. 
La nature de R (qui “represente” le cylindre) et celle de S (qui “represente” 
la bande de Moebius) sont mises en evidence par les dessins ci-dessous: 
n II+1 ?I+2 . . . . 2n-2 2n-1 a n+l’ n+2 . . .> al-2 zn-1 
0 1 2 . . . . n-2 n-1 0 1 2 VT., n-2 n-1 
R s 
Decrivons les automorphismes de R et S: 
Pour chaque entier p au plus Cgal a n - 1 l’application rD dtfini par 
rP(i) = i + p (modulo n) et par rP(i + n) = i + p (modulo n) + n pour 
i < n - 1 est un automorphisme de R ainsi que sa compose s . r, avec 
la symetrie s qui a i < 2n - 1 associe i + n (modulo 2n). En outre R n’a pas 
d’autre automorphisme que ceux-18, et done le groupe d’automorphisme 
de R est isomorphe au groupe Z/2 x ZJn. De meme pour chaque entier 
p < 2n - 1, l’application c, qui a i d 2n - 1 associe i + p (modulo 2n) 
est un automorphisme de S, et S n’a pas d’autres automorphismes que 
ceux-la. Le groupe d’automorphisme de S est done isomorphe d Z/2n. [Que 
les applications definies ci-dessus soient des automorphismes respectivement 
de R et S resulte de la definition de ces dernibres. Pour voir qu’elles n’en 
n’ont pas d’autres, remarquons que pour tout j il existe un unique i et un 
unique k pour lesquels R(i, j, k) = +, respectivement S(i, j, k) = +. 
Cet i vaut j + n (modulo 2n) et ce k vaut j + 1 (modulo n) si j < n - 1 ou 
vaut j + 1 (modulo n) + y1 si n <j, respectivement j + 1 (modulo 2n). 
Par consequent un automorphismefde R qui transforme un certain j < n - 1 
1 La definition de R est un peu plus compliquke que celle de S. Ceci ne tient pas B sa 
nature mais au fait que, devant d&inir R et S sur un m&me ensemble, des propri&Cs arith- 
m&iques simples d&inissant l’une donnent des prop&& plus compliqu6es pour d&nir 
l’autre. Nous avons choisi les plus simples pour S. 
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en un j’ < n - 1 transforme j + 1 (modulo n) en j’ + 1 (modnlo n) et 
j + 12 (modulo 212) enj’ + n (modulo 2n) done cet automor~~~sme est ua rz, S 
Maintenant si un automorphisme f de R transforme un certain j < y1 - 1 
en un j’ 3 yz alors s *f transforme j en j + n (module 2n) et donc, d’apres 
ce qui p&cede, s . f est un Y, done f est un s ~ r2) . e m&me un automorphisme 
de S qui transformej enj’ transformej + 1 (modufo 2~) enj’ + I (module ~FZ) 
et done est un c, .] 
Ce qui precede exprime que pour deux entiers i et j il existe un et un seul 
automorphisme de R, respectivement de S, qui nsforme i en j, En parti- 
culier pour deux entiers i et j les restrictions R, respe~t~veme~t de S, 
a E - {i} et E - (j) sont isomorphes. 
Montrons maintenant que les relations R et S sent des colltreexernples 
B la conjecture: 
1. Les relations R et S d@nies ci-dessus ne sont pas isomorphes 
Lorsque IZ est pair ceci resulte de la non-isomorphie de leurs groupes 
d’automorphisme. 
Pour n quelconque on peut proceder comme suit: 
Etant donnes deux couples d’entiers u = (i, j) et u’ = (i’, j’) extraits 
de E disons qu’ils sont conshtifs dans R et notons C(u, u’) = + Borsque 
R(i, j,j’g = + et R(j, i, i’) = +. En designant par U-* Be couple (j, i) il rest&e 
de la definition de R que C(u, u’) = + si et seulement si C(U-‘, ~‘-3 = $-, 
Appelons cycle de longueur p toute suite uO , u, ..s u,-~ d’eltments distincts 
pour laquelle C(U, , uj) = + si et seulement si j = i + 1 (modulo p). 
DCfinissons de faGon identique les notions de consecutivite et de cycle dans S. 
I1 est alors evident qu’un isomorphisme local f de R vers S preserve fa 
consecutivite et done transforme les Cventuels cycles form& de couples 
extraits du domaine de f en cycles de S. Comme 4es seuls cycles de R sent 
de longueur n et ceux de S sont de longueur 2n les relations R et S ne peuvent 
done etre isomorphes. 
2. Pour toute partie F distincte de E les restrictions R IF et S iF soat isomor~~es 
Si P ne contient pas n - 1 ou 2n - I alors IF et S IF sont identiques. 
Si F contient 12 - 1 et 2n - 1 alors, ou bien F ne contient ni 0 ni n et dans 
ce cas BP /.* et S IF sont identiques, ou bien F corded 0 ou n. Dans ce Gas, 
comme la “‘symttrie” i C+ i + n (moduio 2n) esti B la fois un isomor~~~sme 
de R et de S, il suffit d’examiner le cas oh F contient 0. 
Soit alors iO le plus petit des entiers i < IZ - 1 tels que F ~o~tien~e j 
et j + r$ (modulo 2~) dbs que i < j < y2 - 3. Soit F, la par-tie de F form&e 
des j et j + N (modulo 2n) pour iO <j < n - 1 et soit Fl son ~ornpl~rne~~ 
dans F. Considerons la bijection de I? sur lui-meme qui est I’identite sur %;; 
et la “symetrie” i C-+ i + n (modulo 2~2) sur PO ) et verifions que f est un 
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isomorphisme de R IF sur S IF . Remarquons pour cela que comme Fl ne 
contient pas y1 - 1, l’identite sur F est un isomorphisme de R IF, sur S IF1 ; 
Comme FO est distincte de E elle ne contient ni 0 ni n et done R IF0 = S IF0 , 
la “symetrie” sur F, ttant un automorphisme de R IF0 il s’ensuit qti’elle est 
encore un isomorphisme de R IF0 sur S IF0 . 11 nous suffit done maintenant 
de considerer les triplets (i, j, k) extraits de F qui ont a la fois une compo- 
Sante dans Fl et une composante dans FO . Si pour un triplet, l’entier i est 
dans Fr alors de la construction de FO resulte que R et S donnent la valeur-A. 
ce triplet. Si i est dans F, et si R et S donnent la valeur + & (i, j, k) alors 
j = i + n (modulo 2n) et done j est dans F, . Comme k n’est pas dans F@ 
il s’ensuit que i etj sont dans (n - 1,2n - l> et k dans (0, n>. Par la definition 
de R et S on a alors R(i, j, k) = S(j, i, k), c’est-a-dire R(i, j, k) = S(f(i), 
f(j), f(k)). En definitive, f est un isomorphisme. 
Probltime. Nous ignorons si pour tout entier n on peut trouver des 
paires de relations sur 2n + 1 elements verifiant les proprietes 1, 2, 3. 
G. Lopez vient de nous signaler que cela est possible pour des relations 
d’arite au moms Cgale a 4. 
3.2. Exemples de relations d’arite’ suphieure d 3 
Indiquons comment transformer les relations ternaires don&es ci-dessus 
en relations d’arite arbitrairement grande. 
Pour cela rappelons qu’ttant donnts deux entiers m et m’ un ophateur 
libre (m, m’)-aire est une application P qui a chaque relation m-aire R 
associe une relation m’-aire R’ = P(R) de m&me base que R de sorte que 
tout isomorphisme local dune relation m-aire R vers une relation m-aire S 
soit encore un isomorphisme local de P(R) vers P(S). Lorsqu’en outre tout 
isomorphisme local de P(R) vers P(S) est aussi un isomorphisme local de Ip 
vers S (ceci quelles que soient R et S) alors P est dit injectif. Comme deux 
relations m-aires sont toujours isomorphes a deux restrictions d’une troisiitme, 
il revient au m&me de dire que P est injectif ou que pour toute relation m-aire 
R tout automorphisme local de P(R) est un automorphisme local de R 
(on peut montrer plus fortement qu’un operateur libre (m, m’)-aire P est 
injectif si et seulement si il existe un operateur libre (m’, m)-aire Q pour 
lequel Q * P est l’identite). 
En &urn&ant les relations m-aires sur m elements on constate que si P 
est un optrateur (m, m’)-aire injectif alors m < m’. Rtciproquement &ant 
don& deux entiers m et m’ avec m < m’ alors l’application P qui a R 
associe P(R) definie par P(R) (x1 .*a xnz,) = + lorsque R(x, **. xnz> = + 
est un operateur injectif. 
Soit P un operateur (m, m’)-aire injectif (par exemple celui defini ci-dessus); 
&ant donnees deux relations m-aires R et S de meme base finie E, si R et S 
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ne sont pas isomorphes et si pour chaque partie F distincte de E les restric- 
tions pi IF et S lp sont isomorphes alors leurs transformees P 
fient ces m$mes proprietes. 
ar consequent les exemples don&s en 3.1, une fois transform& par un 
operateur (3, m)-aire injectif donnent des exemples de relations m-sires. 
(et a fortiori des exemples de multirelations au plus m-aires). 
4. QUELQUES PROBL~~MES DE RECONSTRUCTION 
I. Reconstruction d’une relation ci partir des types d’isomorphie 
de ses restrictions strictes 
t. i. Une des questions typiques de reconstruction de relations est celle 
de savoir si le type d’isomorphie dune relation (ou dune mult~relat~on) 
de base finie “assez grande” est determine par les types ~iso~~rphie de 
ses restrictions strictes. C’est-a-dire de facon precise: 
Est-ce que pour toute suite d’entiers p = (m, ,..., m,) il existe un entier k 
tei que deux multirelations p-aires R et S, dont les bases $&ties ont au moins 
k &meats, ont meme type d2s qu’elles ont les mgmes types de restrictions 
strictes (c’est-a-dire d&s que toute restriction de R a une partie distincte de 
sa base est isomorphe a une restriction de S et reciproquement). 
La rtponse est trivialement positive lorsque l’aritt maximum (egale au 
maximum des mi) est egale a 1 (et dans ce cas le plus petit des k possedant la 
propriete ci-dessus est tgal a 1). 
Les exemples que nous venons de donner montrent de toute tvidence que 
la reponse est negative dbs que l’arite maximum est superieure a 2. 
Nous ignorons2 toutefois si la reponse est positive lorsque cette aritC 
maximum est tgale a 2, et a supposer qu’elle le soit nous ignorons si le mini- 
mum des k depend ou non de ~1. Un cas tres particulier de ce probleme 
est une conjecture de Harary (renforcant celle de Ulam) d’apres laquelle deeux 
graphes SW au moins 4 e’lkments ont mZme type d& qu’ils ont bes mgrnes 
types de restrictions strietes. 
1.2. Puisque la reponse a ce problbme est en general negative (hormis 
pour I’arite 2 encore en suspens) on peut chercher quels sont lies types de 
multirelations qui sont determines par les types d’isomorphie de leurs 
restrictions strictes. Nous verrons ainsi en 4.3 que ceux des m~~tirelatio~s 
monomorphes en font partie (a l’exception d’un nombre fini d’entre eux), 
z Added in proof. La reponse est nkgative. P. K. Stockmeyer in The falsity of the re- 
construction conjecture for tournaments. J. Graph Theory I (1977), 19-25, a construit 
pour chaque entier n des tournois T, et TA , de base E ayant 2” + 1 Bl6ments, qui ne sent 
pas isomorphes bien que pour chaque x leurs restrictions B E - {I) soient isomorphes. 
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On peut aussi penser a renforcer les hypotheses du probleme afin d’obtenir 
l’isomorphie. Par exemple, on peut, comme le propose R. FrafssC, imposer 
que R et S ont m&me base E et que les restrictions a toute partie finie F 
distincte de E sont isomorphes. cornme nous I’avons vu, si le maximum 
de l’arite p est superieur a 2, cela ne suffit pas a assurer l’isomorphie. Par 
contre, et nous l’avons signal6 dans l’introduction, Lopez a montre que 
cela suffisait lorsque R et S sont des relations binaires sur au moins 7 elements. 
Nous ignorons si ce resultat s’etend aux multirelations au plus binaires, 
et de faGon precise, si pour toute suite ,u = (m, ,..., m,) dont le maximum 
des mi est 2 il existe un entier k pour lequel &ux multirelations p-sires R et S 
de mgme base Jinie E sont isomorphes des que les restrictions cl tome partie F 
distincte de E sont isomorphes.3 Si la reponse est positive, elle le reste en 
supposant seulement que les restrictions de R et S aux parties finies P d’au 
plus k elements sont isomorphes. Dans une telle tventualitt nous ignorons 
si le plus petit de ces k depend ou non de p. 
Au lieu de concentrer 1’Ctude sur des cas particuliers, (comme les relations 
binaires) ou sur la determination de condition assurant l’isomorphie, on peut 
le concentrer sur les possibles invariants determines par les types des restric- 
tions strictes d’une multirelation (l’invariance du type de cette multirelation 
pouvant, dans certains cas, en etre un sous-produit). En particulier on peut 
se demander si les conditions d’apparence plus forte, imposees par R. FrdssC 
n’tchouent que parce qu’elles ne sont pas en fait plus fortes que les conditions 
primitives. C’est de ces questions que nous allons brikement discdter 
maintenant. 
2. Possibles invariants associes aux types des restrictions 
strictes d’une relation 
2.1. La question qui se pose, mais dont nous n’avons pas la reponse 
(qui semble negative), est done celle-ci: 
Probleme (a). Est-ce que pour tout suite p = (m, .** m,) ii existe un 
entier k tel que si deux multirelations p-aires R et S de bases respectives E 
et F a n elements, avec y1 > k, ont memes types de restrictions strictes alors 
il existe une bijection f de E sur F telle que pour tome partie A distincte de E 
les restrictions R IA et S Ilca) sont isomorphes? 
Probleme (b). Plus fortement nous ignorons si pour la suite p et un 
entier r fix6 il existe k > r tel que si deux multirelations EL-aires R et S 
drifient les hypotheses precedentes alors il existe une bijectionftelles que pour 
toute partie A ayant r elements les restrictions R IA et S Irca) sont isomorphes. 
3 Added in proof. G. Lopez a montrk en 1976 que la riponse h ces deux problkmes est 
positive et obtenu k < 12 (voir “La reconstruction des multirelations binaires” CRAS 
Serie A 284 (1977), p. 283-286 et “L’indkformabilitt des relations et multirelations 
binaires” & paraitre au Zeitschrif fiir Math. Logik.) 
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Problke (c). Nous ignorons de mCme la reponse a la question obtenue 
en demandant que toute partie A ayant n - r elements les restr~c~Q~s 
IA et S /p(a) soient isomorphes. 
2.2. Quelques remarques sur un cas particulier 
Nous ignorons la reponse au probleme (c) meme lorsque r = 3. 
ce cas on constate immediatement que, &ant donnees deux muhirela- 
tions R et S dont les bases E et F ant n elements il existe une bijection J- 
de E sur F telle que pour chaque x de E les restrictions W /E-iO} et S jE-I(z: 
sont isomorphes si et seulement si pour chaque type T de mu~tire~ati~~ SW 
BZ - 1 elements les multirelations R et S contiennent chacune !e meme 
nombre de restrictions isomorphes a T (plus fortement la methode de denom- 
brement utilisee par Kelly et que nous Ctudions plus loin, montre qu’ii 
existe une telle f si et seulement si pour chaque type T de multire~atio~s 
sur au plus IE - 1 elements, les multirelations R et S contiennent ~ha~~~~e 
4e m&me nombre de restrictions isomorphes a T). 
Lorsque R et S ont mCmes types de restrictions strictes, cette con- 
dition est remplie si R posdde un seul type de restriction sur n - 1 
elements, c’est-a-dire si .&-I~) est isomorphe a RE-{Y? quels que soient 
x et y dam I?, (comme le montrent nos exemples, ceci ne sufht pas a assurer 
I’isomorphie entre R et S). Elle est encore remplie si au contraire les types 
des restrictions de R a n - 1 elements sont tous distincts, c’est-a-dire si 
R,.+~ est non isomorphe a RE-{11} dbs que x est distinct de y; darts ce cas 
nous ignorons si R et S sont isomorphes (c’est-a-dire ici, nous ign~r~~~ 
si I’umque application f qui preserve les types des restrictions a n - B 
ClCments est un isomorphisme de R sur S). 
La conjecture de U/am dit que deux graphes G eQ 6’ SW un ~~sernb~~ 
fini E ayant au moins trois &ments sont isomorphes &s qzre pour chaque x 
les restrictions G lE--(mj et G’ lE--jz:) sont isomorphes. Done une reponse positive 
au probleme (c) pour r = 1 assurerait l’equivalence de cette conjecture 
avec celle de Harary. Bien plus, une reponse positive au problbme (c) pour 
r = 2 assurerait l’exactitude de ces deux conjectures. En e&t, comme now 
akns le voir maintenant, pour Y don& une reponse positive au probleme (c) 
donne une reponse positive au problbme (b), et comme on le constate 
immediatement, pour r = 2 et des graphes R et S, le probleme (b) n’est 
autre que la conjecture de Harary. 
2.3. Quelques applications d’un lemme combinatoire 
Nous &tendons ici une propriete de denombrement qui est utilisee par 
Kelly [5]. Soient E un ensemble et F un ensemble de partie F de E. Etant. 
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don&es deux parties P et Q de E avec P incluse dam Q, soit 9$Q l’ensemble 
des F de 9 qui contiennent P et qui sont contenues dam Q. Lorsque P 
est vide 9Q designe l’ensemble 9-a Q. 
LEMME 2.3.1. Soient p et q deux entiers avec p < q, E un ensemble fini 
ou non sur au moins q elements, 9 et F” deux ensembles de parties de E 
toutes a p elements. Si pour chaque partie Q a q elements de E les ensembles 
FQ et VQ ont m$me nombre d’elements alorspour toutespartiesjkies P’ et Q’ 
de E telles que P’ soit in&se duns Q’ et telles que Q’ - P’ ait au moins q 
elements, les ensembles 9$’ et 9$?,’ ont mZme nombre d’eltfments. En particulier 
si E a au moins p + q elements alors les ensembles 9- et 9’ sont identiques. 
Preuve. On montre d’abord que pour toute partie Q’ d’au moins q 
tlements les ensembles FQ’ et 9’“’ ont mCme nombre d’elements. Ce 
resultat s’obtient par recurrence sur le nombre d’elements des parties Q’: 
il est vrai par hypothese lorsque Q’ a q elements. Etant suppose vrai pour 
les parties Q’ a q’ elements (avec q’ 2 q) il est encore vrai pour les parties Q’ 
& q’ + 1 elements grace a l’expression classique (dans laquelle Card A 
designe le nombre d’elements de l’ensemble A). 
((Card Q’) - p) Card go’ = C Card Fc’-‘“’ 
xeQ’ 
qui s’obtient par recurrence sur le nombre d’elements de 9-Q’. On montre 
enfin que pour des parties P’ et Q’ assujetti aux conditions de l’Cnonc6 les 
ensembles FQ’ et Fk?’ ont m&me nombre d’tlements. Pour cela on pro&de 
par recurret& sur le nombre d’elements de P’: d’aprbs ce qui precede 
I’&noncC est vrai lorsque P’ est vide. Lorsque P’ est non vide on remarque 
simplement que pour x dans P’ on a 
Q.E.D. 
La raison profonde de ceci est qu’on peut representer l’ensemble des 
parties d’au moins p elements dans le Q-espace vectoriel engendre par 
l’ensemble [E]p des parties a p elements de E, de telle sorte que si E a au 
moins p + q elements, alors I’image de l’ensemble des parties a q elements 
(q > p) engendre cet espace vectoriel. Pour les applications de ce fait 
voir [1O].4 
COROLLAIRE 2.3.2. Soient R et S deux multirelations de m&me base 
E jkie ou non, si pour toute partie Q a q elements de E les restrictions R /Q  
et S IQ  sont isomorphes alors pour toute partie P’ de E h p’ elements avec p’ 
au plus &gal au minimum de q et de Card E - q et pour toute multirelation T 
sur p .Gments avec p au plus &gal h q, le nombre des parties F de E contenant 
4 L’article [lo] Bcrit B la suite de celui-ci, mais paru en 1976, reprend aussi certaines 
questions de reconstructions. 
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P’ pour Eesquelles R IF est isomorphe ci T est &gal au nombre des parties F 
de E contenant P’ pour lesquelles S jr est isomorphe d T. En ~articu~ier pour 
toute partie P’ (vertjiant la condition ci-dessus) les restrictions 
sont isomorphes. 
Ceci montre done qu’une reponse positive au probleme (c) entraine une 
reponse positive au problbme (b). 
Disons qu’une relation m-air-e est hereditairement symttrique (en abrege 
h-symetrique) lorsqu’elle prend la m&me valeur SUT deux m-uples d~~~issa~t 
la m&me partie de la base [en d’autres termes elle est symetrique (c’est-a-dire 
que K(x, ,..., &J = wu,, ,**-7 x~(~)) pour tome permutation G de I,..., m) 
ainsi que toutes les relations obtenues par identification de p quelconques 
de ses variables]. Disons qu’une multirelation R est h-syme’trique lsrsque 
chacune des relations figurant dans R est symetrique. 
Ee corollaire ci-dessus a a.lors pour consequence: 
hOPOSITION 2.3.3.5 Soient m et p deux entiers avec p 3 m, R et S deux 
m~~tire~ations au plus m-aire de meme base j&tie E ayant au mains m f p 
elements. Si R est h-syme’trique et sipour chaque partie A d p elements de E9 
les restrictions R ]E--A et S IE--A sont isomorphes alors .R et S sont identtques. 
En particulier pour tout entier p > 2, deux graphes G et G’ sur un ensemble 
jini E ayant au moinsp + 2 elements sont identiques des quepour toutepartie A 
a p e’lements de E les graphes G IE--A et G ’ jE--A sont isomorphes. Fait qui 
rnontre qu’il n’y a pas lieu de generaliser la conjecture de Ulam en supposant 
l’isomorphie des graphes obtenus par suppression de p points (avec p 3 12)~ 
La proposition prtcedente suggere I’extension de la conjecture de Ulam 
aux multirelations h-symetriques. En particulier: nous conjecturons que 
deux mu~t~relations h-syme’triques 42 et S au plus m-aires et de mt?me base 
firtie E d’au mains m + 1 e’lements sont isomorphes dc% que pour toute partie A 
d’au plus m - 1 elements leurs restrictions R jE--A et S jE--k sent ~somo~p~es. 
(nous ignorons si dt?s que E a au moins 2m - 4 &%ents on peut se limiter 
aux parties A ayant exactement m - 1 elements. 
3. Cas particulier des relations monomorphes 
3.1, La p-monomorphie 
3.1.1. Etant don& un entier p, disons qu’une multirelation R sur au 
moins p elements est p-monomorphe lorsque deux quelconques de ses restric- 
6 Added in proof. Ce rkwltat a btk obtenu pour les hypergraphes par V. Faber. Hyper- 
graph reconstruction in Hypergraph Seminar. Lecture Notes in Math. Vol. 41 I, pp” 85-94, 
Springer Verlag, NY. (1974). Le cas particulier est dti B P. J. Kelly. On some mapping 
related to graphs. Pacific J. of Math. 14 (1964), 191-194. 
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tions a p elements sont isomorphes. Disons qu’une multirelation R est 
monomorphe lorsqu’elle est p-monomorphe pour tout entier p inferieur 
ou Cgal au nombre d’elements de sa base. 
3.1.2. On voit aisement qu’une multirelation est p-monomorphe si et 
seulement si ses restrictions ci p f 1 t%nents sont toutes p-monomorphes. 
Du lemme resulte qu’une multirelation p-monomorphe SUP n t%ments est 
p’-monomorphe pour tout p’ inf&ieur ou 6gal Lip et n - p, done qu’une relation 
p-monomorphe sur au moins 2p - 1 &lt!ments est p’-monomorphe. (Prendre 
deux parties P et P’ a p’ elements, dans la base de la multirelation R, trans- 
former P en P’ par une bijection f de la base et appliquer le lemme 2.3.1. 
a I’ensemble 9 des parties F pour lesquelles R IF est isomorphe a R lp et 
a l’ensemble fZ de ces f(F)). 
3.2. Reconstruction des relations monomorphes 
Rappelons le resultat de Frasnay6, 1965 [3], p. 5191. 
3.2.1. Pour tout entier m il existe un entier k (etf(m) est le plus petit de 
des k) tel que si R est une multirelation monomorphe au plus m-aire et de 
base finie sur au moins k elements alors toute multirelation S ayant memes 
types de restrictions strictes que R est isomorphe a R. 
De ceci et de 3.1.2. resulte immediatement: 
3.2.2. Etant don& un entier m et un entier p superieur ou tgal &f(m), 
toute multirelation au plus m-aire R qui est p-monomorphe et dont la base 
(finie ou non) a au moins 2p - 1 elements est monomorphe. 
3.3. Rapports avec les groupes de permutations 
3.3.1. Etant donne un entier p disons qu’un groupe G de permutations, 
d’un ensemble E est p-faiblement transitif lorsque deux parties a p elements. 
de E sont transformtes l’une en l’autre par un element de G. 
3.3.2. Etant donnt un groupe G de parmutations de 1,2,..., m il existe 
une multirelation au plus m-aire R de base 1, 2,..., m pour lesquelles deux 
parties tinies F et f;’ sont transformees l’une en l’autre par un Clement de G 
si et seulement si les restrictions R IF et R IF, sont isomorphes (a chaque 
par-tie F a n elements on associe son orbite dans G, c’est-i-dire l’ensemble 
des transform& de F par tous les elements u de G. A chaque orbite on 
associe la relation n-aire symetrique prenant la valeur + sur les seuls n-uples 
definissant un element de l’orbite. La multirelation formee de toutes les 
relations ainsi obtenues a la propriM annoncee). 
6 Ce rbultat est t5noncb dans l’article de Frasnay pour les seules relations m-aires. Divers 
auteurs dont Frasnay en [4] ont remarquk qu’il s’btendait directement aux multirelations- 
Pour une preuve kvitant la mkthode de Frasnay voir notre note [9]. 
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Geci s’etend de m&me a un groupe de permutations dun ensemble in&i en 
consider-ant des multirelations formees d’un nombre ~v~~~e~~erne~t infmi de 
relations (mais on ne peut pas forctment borner I’aritC de c&es-ci). 
3.3.3. Un groupe de permutations de 1, 2,..., m est done ~-faibleme~t 
transitif si et seulement si la multirelation associte est p-monomorphe. 
Par suite d&s que in est au moins egal a 2p - 1, un groupe de ~errn~tat~o~s de 
1, 2,..., m qui est p-faiblement transitif est p’-faiblement tra~sitl~po~r tout p’ 
au J&S 4gal cl p. (Ce resultat, valable encore lorsque le groupe est infini, 
est un cas particulier d’un resultat de Livingstone et Wagner [C;]). 
3.3.4. Par analogie avec 3.2.2 on peut se demander s’tl existe UE evltier p 
pour lequrl tout groupe p-faiblement transitiS sur zkn ensemble fini d’au mains 
2p - 1 e’lkments est p’-faiblement transitifpour tout p’. (Ceci est trivialement 
faux lorsque l’ensemble est infini.) Avec les travaux de Beaumont et Peterson 
[I] une reponse positive prouverait la conjecture de C. Jordan d’apres 
laquelle i% existe un p pour lequel tout .groupe de ~errn~tat~o~s d’zan ensembb 
Jini qui est p-transitif est b groupe syme’trique ou le groupe alterne’. 
Plus generalement nous conjecturons l’existence d’zm entier p pour lequel 
totlte multirelation (d’arite’ quelconque) sur n Plkments, avec n > p esb mono- 
morphe dh qu’elle est n - 1, n - 2,..., n - p-monomorp~e, 
4. ProblZmes de reeonstru~t~o~ et logique 
Etant donntes deux multirelations R et S de m&me base, designons par 
R . S la multirelation obtenue en placant Ies relations figurant dans S a la 
suite de celles figurant das S. 
4.1. Etant donne une arite p-arbitraire, considerons la classe SY form&e 
des multirelations R * S avec R et S d’arite p et telies que pour chaque 
partie fkie F de leur base les restrictions I? IF et S IF sont isomorphes. 
Cette classe $9 est la classe des modeles dune thtorie universelle F (theorie 
engendree par des CnoncCs universels, Cnonces qui sous forme prenexe ne 
comportent que des quantificateurs V) [cette theorie est engendree par tous 
les Cnonds de la forme ‘dx, I*. x, ( V. @‘,(x1 -.. xn)) dans lesquefs CD,,{, ... 2~~) 
est une for-mule exprimant que la permutation Q de I,..,, FZ est an isomor- 
phisme de R 1(x1 ,. .., x,> sur S 1(x, ,..., xn}‘. 
4.2. Lorsque ,u = 2, le resultat de 6. Lopez signifie exactement que 
cette theorie est Gniment axiomatisable c’est-a-dire engendree par un nombre 
fini d’axiomes (Ccrire les Cnonces precedents pour n 6 6). Lorsque le 
maximum de p est au moins Cgal a 3, nos exemples signifient que c&e 
theorie n’est pas finiment axiomatisable (si elle l’etait, elle serait engendree 
par un nombre fini des axiomes precedents, et done pour Ie plus grand enier n 
figurant dans ces axiomes I’isomorphie entre les restrictions a au pius n 
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elements entrainerait l’isomorphie entre les restrictions a tomes les parties 
finies, ce qui est faux). 
4.3. Nous ignorons si dans ce dernier cas on peut en ajoutant de nouveaux 
symboles de predicats trouver une theorie universelle et finiment axio- 
matisable F* contenant T et dont les Cnoncts ne comportant pas les 
nouveaux predicats sont exactement les CnoncCs de F. 
En terme de reconstruction ceci revient a savoir si on peut obtenir l’iso- 
morphie au moyen d’un nombre fini de conditions universelles en utilisant 
Bventuellement de nouvelles multirelations. 
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